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Streszczenie. Wyjasniamy pochodzenie funkcji sprzezenia zwrotnego dla Nieliniowych
Rejestréw Przesuwnych ze Sprzezeniem Zwrotnym (NFSR), ktére generujg binarne ciagi
de Bruijna. Funkcje te powstaja przez zastosowanie operacji taczenia skrzyzowanych par
stanéw do wybranego rejestru przesuwnego generujacego ciag binarny o maksymalnym
okresie; np. rejestru liniowego, ktéry zawsze istnieje dla danego rzedu n. Otrzymany
wynik pozwala konstruowaé wszystkie nieliniowe rejestry przesuwne generujace ciagi
binarne o okresie 2™ — 1.

Stowa kluczowe: nieliniowe rejestry przesuwne ze sprzezeniem zwrotnym, ciagi de
Bruijna, metoda taczenia skrzyzowanych par stanéw.

1. Wprowadzenie

Celem tej pracy jest przedstawienie konstrukcji funkcji Boolowskich
sprzezenia zwrotnego dla nieliniowych rejestréw przesuwnych (NFSR - ang.
Nonlinear Feedback Shift Registers), ktére generuja ciagi binarne o maksy-
malnym okresie. W szczegdlnosci rozpatrywany jest problem czy dowolny
binarny ciag de Bruijna moze by¢ otrzymany z ustalonego ciaggu de Bruijna
tego samego rzedu przez zastosowanie operacji taczenia skrzyzowanych par
stanéw. Problem ten zostal postawiony na konferencji z Kodowania i Kryp-
tologii (WCC 2013, Bergen, Norwegia) i pozytywnie rozwiazany wspoélnie
z Johannesem Mykkeltveitem. W terminach funkcji Boolowskich otrzy-
many wynik wskazuje jakie operacje algebraiczne majg by¢ zastosowane
do ustalonej funkcji Boolowskiej, aby otrzymaé¢ wszystkie funkcje sprzeze-
nia zwrotnego nieliniowych rejestréw przesuwnych generujacych ciaggi de
Bruijna tego samego rzedu.

Rejestry przesuwne ze sprzezeniem zwrotnym sg uzyteczne do genero-
wania binarnych ciagéw okresowych i w tym celu sa stosowane w teleko-
munikacji i kryptografii. Liniowe rejestry przesuwne (LFSR - ang. Linear
Feedback Shift Registers) i NFSR sa gtéwnymi elementami, z ktérych budo-
wane sa szyfry strumieniowe. Algorytmy Mickey [1], Trivium [4], Grain [15],
Achterbahn [11] i modyfikacje naprzemiennego generatora krokowego [27]
sg przyktadami szyfréw strumieniowych, w ktérych zastosowano NFSR.
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Teoria rejestrow typu LFSR jest dobrze ugruntowana matematycznie. Ba-
danie NFSR zostalo rozpoczete w pionierskiej monografii Golomba [12]
i kontynuowane w nastepnych latach. W zastosowaniach kryptograficznych
NFSR generujace tzw. zmodyfikowane ciggi de Bruijna sa wazne, poniewaz
w pewnych przypadkach algebraiczna postaé¢ normalna (ANF - ang. Alge-
braic Normal Form) odpowiadajacych funkcji sprzezenia zwrotnego jest
do$é prosta i dogodna do implementacji; patrz np. [11, 22].

Operacje laczenia i roztaczania cykli generowanych przez nieosobliwe
rejestry przesuwne byly rozpatrywane w ksiazce Golomba [12]. Nastepnie
istnienie tzw. skrzyzowanych par stanéw (ang. cross-join pairs) bylo wy-
korzystane w serii prac [6, 9, 10, 23, 28] do konstrukcji nowych NFSR.
Helleseth i Klgve [16] udowodnili wazny wynik, ktéry podaje liczbe skrzy-
zowanych par stanéw dla m-ciagéw (ciagi o maksymalnym okresie gene-
rowane przez LFSR). Dubrowa w pracy [6] zastosowala operacje taczenia
skrzyzowanych par stanéw do konstrukcji rejestréw typu Galois generuja-
cych ciagi o maksymalnym okresie.

Metody znajdowania NFSR z funkcjg sprzezenia o prostej ANF byty
badane w pracach [3, 5, 7, 11, 17, 26]. Gong i Mandal [21] stosujac metody
z pracy Mykkeltveit et al. [24] podali metode rekurencyjna konstruowa-
nia NFSR o maksymalnym okresie. Chan, Games i Rushanan [3] postawili
hipoteze o istnieniu tzw. kwadratowych m-ciggéw dla kazdego rzedu n.
W pracy [5] hipoteza ta zostala zweryfikowana eksperymentalnie do rzedu
n = 29 i zostaly znalezione NFSR o prostej ANF generujace kwadratowe
m-ciagi. W niniejszej pracy przedstawiamy zwiazek miedzy NFSR generu-
jacymi kwadratowe m-ciagi a operacja taczenia skrzyzowanych par. Podany
jest przyktad rejestru rzedu 7 generujacego zmodyfikowany ciag de Bruijna,
ktory zostal skonstruowany w wyniku zastosowania operacji taczenia skrzy-
zowanych par. Dow6d Twierdzenia 3 zostal opublikowany w pracy [25].

2. Nieliniowe rejestry przesuwne

Niech F = {0,1} oznacza cialo binarne, za$ FJ niech bedzie
n-wymiarowa przestrzenig nad cialem Fy. Elementami przestrzeni Fy sa
ciagi binarne o dlugosci n. Przykladowo taki ciag (wektor) bedziemy ozna-
czaé x = (xg,T1,...,Tn—1), gdzie z; € Fo, i = 0,1,...,n — 1. Przesuwy
rejestr binarny ze sprzezeniem zwrotnym (FSR - ang. Feedback Shift Regi-
ster) rzedu n (lub n-stanowy) jest odwzorowaniem § : F — FJ postaci

g(.’Ijo, ey .’I}n_l) = (.’I}l, L2yeooyTn—1, f(.’I}(), . ,ZI}n_l)),
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gdzie f jest funkcja Boolowska od n zmiennych. Rejestr przesuwny jest
okreslony jako nieosobliwy jesli przeksztalcenie § jest wzajemnie jedno-
znaczne, tzn. § jest bijekcja na zbiorze FZ.

Wykazuje sie (patrz [12]), Ze rejestr przesuwny § jest nieosobliwy
wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja Boolowska f jest postaci

f(a:g,...,xn,l) :JIO—FF(LIIl,...,IEn,l), (1)

gdzie F jest funkcja Boolowska od n — 1 zmiennych. Rejestry nieosobliwe
jako przeksztalcenia przestrzeni Fy generuja zamkniete cykle elementéw tej
przestrzeni. Najwieksza liczbe cykli generuje tzw. rejestr czysto cykliczny
rzedu n oznaczany PCR,, (ang. Pure Cyclic Register), gdzie funkcja F' = 0,
tzn. funkcja sprzezenia zwrotnego f ma postaé

f(mﬂ)xlw .. ,LUn,l) = Zg-.

PCR,, dokonuje rozktadu przestrzeni na liczbe cykli réwna

Z(n) = - S p(d)2"/,
dln

gdzie ¢(.) jest funkcjg Eulera, za$ suma jest po wszystkich dodatnich dziel-
nikach liczby n. Dla innych rejestréw nieosobliwych liczba generowanych
cykli jest mniejsza.

FSR jest nazywany liniowym, (LFSR - ang. Linear Feedback Shift Re-
gister) jesli funkcja Boolowska jest liniowa oraz nieliniowym, jesli funkcja f
jest nieliniowa, tzn. w algebraicznej postaci normalnej tej funkcji wystepuja
iloczyny argumentéw. W dalszym ciagu bedziemy zajmowali sie generowa-
niem binarnych ciggdéw okresowych o pewnych specjalnych wlasciwosciach
przez nieliniowe i liniowe rejestry przesuwne.

Definicja 1. Ciagiem de Bruijna rzedu n nazywamy ciag binarny (s;) dtu-
gosci 2™ (rozpatrywany jako zamkniety cykl), w ktérym wszystkie uklady
n kolejnych bitow wystepuja doktadnie jeden raz.

Zostalo udowodnione przez Flue Sainte-Marie [8] w roku 1894 oraz
niezaleznie przez de Bruijna [2] w roku 1946, ze liczba wszystkich cyklicznie
nierownowaznych ciggdéw spelniajacych Definicje 1 jest réwna

B, =2¥ 'n,

W zastosowaniach kryptograficznych wystepuja tzw. zmodyfikowane
ciagi de Bruijna, ktére nie zawieraja podciggu kolejnych n zer.
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Definicja 2. Zmodyfikowanym ciaggiem de Bruijna rzedu n nazywamy ciag
o dtugosci 2" —1 (lub odpowiednio ciag o okresie 2" — 1) otrzymany z ciagu
de Bruijna rzedu n przez usuniecie jednego zera z podciagu kolejnych n zer,
patrz [22].

Na podstawie Definicji 1 i 2 istnieje wzajemnie jednoznaczna odpo-
wiednios¢ miedzy ciggami de Bruijna rzedu n a zmodyfikowanymi ciggami
de Bruijna tego samego rzedu. W szczegdlnosci majac zmodyfikowany ciag
de Bruijna dlugosci (o okresie) 2" — 1 i dodajac jedno zero do podciagu
kolejnych n —1 zer otrzymujemy ciag de Bruijna rzedu n. Liczba cyklicznie
nieréwnowaznych zmodyfikowanych ciagéw de Bruijna rzedu n wyraza sie
réwniez wzorem (2). Ciagi de Bruijna generowane sa przez pewne funkcje
Boolowskie postaci (1). Liczba wszystkich funkeji postaci (1) jest réwna
liczbie wszystkich funkcji Boolowskich od n — 1 zmiennych i wyraza sie
wzorem 22" .

Zwiazek miedzy ciagami de Bruijna a nieliniowymi rejestrami prze-
suwnymi wyraza nastepujace:

Twierdzenie 1. Niech (s;) bedzie ciagiem de Bruijna (lub zmo-
dyfikowanym ciagiem de Bruijna). Wtedy istnieje funkcja Boolowska
F(zy,...,z,_1) taka, ze

3t+n:5t+F(5t+17-'-,5t+n—1)7 t:O,l,...,Q”—n—l. (3)

Dowdéd tego twierdzenia mozna znalezé w ksiazce Golomba [12]. Za-
tem ciagi de Bruijna generowane sg przez pewne nieliniowe rekurencje. Na
podstawie wzoru (2) prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana funkcja
Boolowska postaci (1) bedzie generowaé ciag de Bruijna (lub odpowiednio
ciag zmodyfikowany) réwne jest 2~(*~1 . Prawdopodobiefistwo to mozna
zwiekszy¢ do 27 (=3) korzystajac z pewnych wlasnosci funkeji generujacych
ciggi de Bruijna. W przypadku ciggdéw zmodyfikowanych istniejg funkcje
Boolowskie liniowe

F($0,$1,...,$n_1) =9 +CiC1+ ...+ Cp_1Tp—1, (4)

gdzie ¢; € Fo dlat =1,...,n—1, ktore generuja ciagi binarne o maksymal-
nym okresie 2" — 1. Warunkiem dostatecznym jest aby wielomian jednej
zmiennej

ox)=a"+cp 12" P+ Faz+1 (5)

byl wielomianem pierwotnym w pierécieniu Falz]. Wielomiany pierwotne
okreslone sa jako takie, ktérych pierwiastki (miejsca zerowe: ¢(x) = 0)
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w ciele Galois GF'(2") sa elementami pierwotnymi (generatorami) grupy
multiplikatywnej GF(2™)*. Liczba wszystkich wielomianéw pierwotnych
stopnia n rowna jest
p(2" 1)
n

; (6)

gdzie p(.) oznacza funkcje Eulera. Liczba ze wzoru (6) dla ustalonej war-
tosci n jest znacznie mniejsza niz liczba (2) wszystkich zmodyfikowanych
ciagéw de Bruijna (generowanych przez funkcje Boolowskie liniowe i nie-
liniowe). Ciagi o maksymalnym okresie 2" — 1 generowane przez funk-
cje liniowe postaci (4) zwane sa w literaturze m-ciagami, a odpowiada-
jace rejestry nazywane sa maksymalnymi liniowymi rejestrami ze sprzeze-
niem zwrotnym. Teoria m-ciggdéw jest dobrze ugruntowana matematycznie;
w szczegdlnosdei wiadomo jak konstruowaé wielomiany pierwotne (a zatem
jak generowaé m-ciagi) dla dowolnego stopnia n. Powyzsze fakty omawiane
sa szeroko w literaturze [13, 19]. Natomiast teoria nieliniowych rejestréw
przesuwnych (NFSR) jest znacznie mniej rozbudowana. W zasadzie brak
jest algorytmow, ktore pozwalalyby efektywnie konstruowacé, dla mozliwie
duzych wartosci rzedu n, funkcje Boolowskie dogodne w implementacji ge-
nerujace zmodyfikowane ciagi de Bruijna.

3. Skrzyzowane pary stanéw

Przedstawimy teraz pewna technike konstruowania nowych NFSR
o maksymalnym okresie 2" lub 2" — 1 z danego rejestru (liniowego lub
nieliniowego) generujacego ciag o maksymalnym okresie. Technika ta wy-
korzystuje istnienie tzw. skrzyzowanych par stanéw (ang. cross-join pairs).
Whpierw przedstawimy sposéb laczenia lub rozlaczania cykli standéw gene-
rowanych przez nieosobliwe rejestry przesuwne.

Niech S;, 1 =0,...,2" — 1, S; € F3, bedzie ciagiem stanéw generowa-
nych przez rejestr opisany funkcja Boolowska f postaci (1). Niech

SZ' = (.7}0,.7}1, PN ,xn_l)
bedzie wybranym stanem tego rejestru. Stan

Si - (EB7$17 cee 7xn—1)7

gdzie g = T + 1, nazywamy stanem sprzezonym do stanu ;. Jesli para
stanow S;, 5; lezy na jednym cyklu generowanym przez rejestr opisany
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funkcja f, to zamieniajac miedzy soba stany nastepujace po S; i S; otrzy-
mamy dwa nowe cykle. Operacja ta zwiazana jest z zanegowaniem funkcji
F w punkcie (21, ..., 2n_1). Jedli taka para stanéw S;, S; lezy na dwéch cy-
klach generowanych przez rejestr przesuwny, to podobna operacja prowadzi
do potaczenia tych cyKkli.

Definicja 3. Dwie pary stanéw sprzezonych nieosobliwego rejestru prze-
suwnego okreslonego przez funkcje sprzezenia f :

o = (ao,al, .. .,an_l), a = (Eo,al, - ,an_l),

ﬁ = (b07b17-" 7bn—1)7 B: (E(bblv" 'abn—1)7

stanowia skrzyzowana parg stanéw dla ciagu generowanego przez ten re-
jestr, jesli stany te pojawiaja sie w kolejnosci «, 8, @, 3 w czasie generacji
tego ciggu.

Twierdzenie 2. Niech (s;) bedzie ciagiem de Bruijna spelniajacym reku-
rencje (3). Niech

(w,U),(v,V), (@U),(@,V)

bedzie skrzyzowana para stanéw dla ciagu (s¢) 1 niech G(x1,...,Tp—1)
bedzie otrzymana z F(x1,...,%,_1) przez zanegowanie wartosci F(U)
i F(V). Wtedy G(z1,...,Tn—1) generuje ciag de Bruijna (u;). Mdéwimy, ze
ciag (uy) jest otrzymany z ciagu (s;) przez operacje laczenia skrzyzowanych
par.

4. Konstrukcja ciggéw de Bruijna

Twierdzenie 3. Niech (u;), (v;) beda réznymi ciagami de Bruijna rzedu
n. Wtedy ciag (v¢) moze byé otrzymany z ciagu (u;) przez wielokrotne
zastosowanie operacji laczenia skrzyzowanych par.

Poniewaz istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy cia-
gami de Bruijna rzedu n, ktére maja okres 2", a zmodyfikowanymi ciggami
de Bruijna tego samego rzedu, ktére maja okres 2™ — 1, to Twierdzenie
3 jest rowniez prawdziwe dla ciagéw zmodyfikowanych. Jako bezposredni
wniosek z T'wierdzenia 3 otrzymujemy nastepujacy:
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Lemat 1. Dla kazdego ciagu de Bruijna (zmodyfikowanego ciagu de Bru-
ijna) istnieje para skrzyzowanych stanéw.

W pracy Hellesetha i Klgve [16] zostalo wykazane, ze liczba réznych
skrzyzowanych par stanéw dla m-ciagéw rzedu n jest rowna

"t —1)2"t -2)/6. (7)

Dla zmodyfikowanych ciagéw de Bruijna rzedu n generowanych przez
NFSR nie mamy dokladnych wzoréw na liczbe réznych skrzyzowanych par,
ale przeprowadzone eksperymenty dla malych rzedéw n = 4,5, 6 wskazuja,
ze liczby te sa bliskie wartosci (7) dla danego rzedu n. Algebraiczna postaé
normalna (ANF) funkcji sprzezenia zwrotnego danego ciggu de Bruijna
rzedu n jest rozna od takiej funkcji dla odpowiadajacego zmodyfikowanego
ciagu de Bruijna. Jesli f(xg,x1,...,2,-1) jest funkcja generujaca zmody-
fikowany ciag de Bruijna rzedu n, wtedy funkcja sprzezenia dla odpowia-
dajacego ciggu de Bruijna jest réwna

f(@os @1, oo Tp1) + T1T2 - Tppa. (8)
Po obliczeniu
T1Zo - Tpoy = (x1 +1)(22 + 1)+ (2p_1 + 1) (9)

otrzymujemy, ze ANF funkcji (8) zawiera skladnik 125 - - z,,—1, ktéry ma
stopien algebraiczny n — 1. W ogdlnosci funkcje Boolowskie reprezentujace
ciagi de Bruijna rzedu n maja stopien n — 1; wtedy wyrazenie (9) dla stanu
zerowego (0, ...,0) rowne jest 1. Natomiast funkcje sprzezenia reprezentu-
jace zmodyfikowane ciagi de Bruijna majg stopien algebraiczny co najwyzej
n — 2, ale mogg mie¢ tez mniejszy stopien algebraiczny. W praktycznych
zastosowaniach w kryptografii interesuje nas znalezienie NFSR generuja-
cych zmodyfikowane ciagi de Bruijna, dla ktoérych funkcje sprzezenia maja
niski stopien algebraiczny i mozliwie matg liczbe sktadnikow.

5. Zastosowania Twierdzenia 3

W paragrafie tym bedziemy rozpatrywali zmodyfikowane ciagi de Bru-
ijna i odpowiadajace im funkcje Boolowskie sprzezenia zwrotnego. Niech
f(zo,21,...,2,—1) bedzie taka funkcja generujaca zmodyfikowany ciag de
Bruijna rzedu n. Niech «, 3, &, ﬁ bedzie skrzyzowang para stanéw dla tego
ciagu, gdzie

a=(ag,a1,...,an-1), B = (bo,b1,...,bp_1).
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Witedy funkcja
flxo,x1,. .y 2p_1)+(z14a1)  (Tpo1+an—1)+ (21 -1-51) o (Tp +Bn—l)

generuje nowy zmodyfikowany ciag de Bruijna rzedu n powstaly z ciagu
wyjsciowego przez zastosowanie operacji taczenia skrzyzowanych par sta-
now.

5.1. NFSR rzedu 4

Konstrukcja wszystkich funkcji Boolowskich, ktore generuja zmodyfi-
kowane ciggi de Bruijna rzedu 4 byla punktem wyjscia do dalszych badan
nad zastosowaniem metody laczenia skrzyzowanych par. Bierzemy funkcje
sprzezen dla LFSR rzedu 4:

To +x1, Zo+ X3, (10)

ktore odpowiadaja dwoém wielomianom pierwotnym stopnia 4. Kazdy z cig-
gbéw o okresie 15 generowanych przez funkcje (10) ma zgodnie ze wzorem
(7) po 7 réznych par skrzyzowanych stanéw. Stosujac konstrukcje taczenia
par skrzyzowanych stanéw otrzymujemy z kazdego LFSR postaci (10) po
7 nowych NFSR wérod ktorych dwie pary sa identyczne, czyli otrzyma-
liSmy tacznie 12 réznych NFSR. Wybranie dwoch NFSR i znalezienie po
jednej skrzyzowanej parze stanéw dla kazdego z nich pozwala skonstruowad
brakujace dwa NFSR do kompletnej listy 16 funkcji sprzezen dla zmody-
fikowanych ciagéw de Bruijna. Ponizej podajemy ta liste z zastosowanymi
operacjami algebraicznymi wynikajacymi z metody taczenia skrzyzowanych
par.

1. x4+ 21
2. xg+ x3
3. o+ 1 +T122T3 + T122T3 = Tg + X1 + To + T122
4. o+ x3 + T1T273 + T172T3 = T + T2 + T3 + T1T2
5. xo+x1+ (T10203 +T12273) + (2122T3 + 21T223) = To+ 21+ 22+ 2123
6. 2o+ 23+ (T12203 +T102T3) + (X122T3 + 1 T2x3) = To + T2+ T3+ 2123
7. xg + 23+ T122T3 + T1Tox3 = To + To + T1X2 + T123
8. o+ 1 +T122T3 + T1Tox3 = 9 + 1 + X2 + T3 + T1T2 + T123
9. g+ T1 + 12973 + T122T3 = Tg + 1 + T2 + Tox3
10. g 4+ 3 + 12273 + T122T3 = X9 + T2 + T3 + Tox3
11. g+ 1 + T12223 + T122T2 = g + 1 + 122 + T2x3
12. g+ 21 + 21T2T3 + T1Tox3 = g + T3 + T1T2 + T2x3
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13. g+ 1 + 17273 + T122T3 = g + T2 + T1T3 + T2T3

14. xg 4+ x3 + T1T2T3 + T1T2x3 = g + T1 + T2 + 3 + 123 + Tox3
15. 2o + @1 + 17223 + T1227T3 = o + T1 + T2 + T1T2 + X123 + T2X3
16. xg 4+ x3 + T1T2x3 + T1X2X3 = X9 + To + T3 + x1T2 + 123 + To2x3

Rysunek 1 ilustruje graficznie droge konstruowania 14 NFSR rzedu 4
zaczynajac od dwoch LFSR tego rzedu. Natomiast Rysunek 2 przedstawia
droge konstruowania 14 réznych NFSR i jednego LFSR startujac z drugiego
LFSR; w szczegblnosci dwukrotne zastosowanie operacji taczenia skrzyzo-
wanych par stanéw prowadzi od jednego LFSR do drugiego. Podobnych
sposobdw otrzymania wszystkich rejestréw maksymalnego rzedu opisanych
przez grafy z Rysunkow 1 i 2 jest wiele; zalezy to od losowego wyboru
skrzyzowanych par stanéw dla poszczegdlnych rejestréw. W celu otrzyma-
nia funkcji sprzezenia zwrotnego generujacych ciagi de Bruijna (w tym
przykladzie dla n = 4) nalezy do kazdego ze wzoréw 1-16 z powyzszej listy
doda¢ wyrazenie algebraiczne

T1X2X3 = (.271 + 1)($2 + 1)(1’3 + 1),

ktore odpowiada potaczeniu cyklu o dlugosci 15 z cyklem o dlugosci 1
reprezentowanym przez stan (0,0,0,0). Otrzymamy wtedy liste wszystkich
funkcji Boolowskich sprzezenia zwrotnego generujacych ciagi de Bruijna
rzedu 4 (odpowiednio o okresie 16).

Na kazdym z graféw z Rysunkéw 11 2 mozemy znalezé droge z dowol-
nego wierzchotka do kazdego innego wierzchotka. Na przykladzie ciagéw
de Bruijna rzedu 4 mamy potwierdzenie tezy Twierdzenia 3. Wykonano
rowniez podobne obliczenia dla zmodyfikowanych ciagéw de Bruijna rzedu
5, gdzie mamy 2!! = 2048 nieréwnowaznych cyklicznie ciagéw. Wygenero-
wano programowo wszystkie funkcje Boolowskie od 5 zmiennych, ktore
sa funkcjami sprzezenia zwrotnego dla rejestrow generujacych te ciagi.
W tym celu wykorzystano pakiet SAGE [30] i programowanie w jezyku
Python [29].

5.2. NFSR rzedu 7

Podamy konstrukcje nieliniowego rejestru rzedu 7 o prostej algebraicz-
nej postaci normalnej wychodzac od rejestru liniowego i stosujac metode
taczenia skrzyzowanych par stanéw. Wezmy wielomian pierwotny stopnia
7 réwny

p(z) =2" +x+ 1.
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Rysunek 1. Konstrukcja NFSR z dwoéch LFSR
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m 10 14 16
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Rysunek 2. Konstrukcja NFSR i jednego LFSR z drugiego LFSR
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Funkcja sprzezenia zwrotnego dla odpowiadajacego LFSR réwna jest
xo + xg. Bierzemy stan poczatkowy rejestru

S():(.%'0,1’1,...,.’13'6):(1,0,...,0)

i generujemy wszystkie niezerowe stany tego rejestru sy, ..., s126. Rozpa-
trzmy stany dla ktérych xo = 1 oraz x4 = 0, ktérych jest razem 32. Stany
te zawieraja 8 skrzyzowanych par stanéw (po 4 stany w kazdej parze), ktére
lacznie pokrywaja stany z warunkiem (x2,z4) = (1,0). Ponizej mamy liste
tych skrzyzowanych par (o, &, j3, [3)

(10,29;17,101), (20,58;21,91), (25,47;32,62), (37,118;113,125),

(38,107;71,119), (42,55;50,94), (59,82;81,90), (65,97;70,106),

gdzie zastosowaliSmy reprezentacje dziesietna dla kazdego stanu. Zastoso-
wanie operacji laczenia skrzyzowanych par oddzielnie do kazdej z tych 8
par, co jest mozliwe, poniewaz wszystkie stany sa roztaczne, prowadzi do
konstrukcji NFSR rzedu 7:

[ =20+ 26 + 212203T425T6 + T1T2T3T4T5L6 + T1X2T3T4T5T6
+ T1X2X3T4X5%6 + T1X2X3T4X5T6 + T1X2T3T4X5T6 + T1T2T3T4T5T6
+ T1X2X3T4T5T6 + T1X2X3T4L5L6 + L1L2X3T4L5L6 + T1L2XL3T4L5L6
+ T1X2X3T4X5T6 + T1X2T3T4X5T6 + T1X2T3T4T5T6 + T1X2T3T4T5T6

+ 21T223T4T5%T6 = To + T + T2 + TaXyg.

Otrzymalismy funkcje sprzezenia zwrotnego, ktora okresla rejestr ge-
nerujacy zmodyfikowany ciag de Bruijna o okresie 27 — 1 = 127.

5.3. Pewne warunki konieczne

Wzorujac sie na podanym wyzej przyktadzie sformulujemy pewne wa-
runki na funkcje Boolowska od n — 1 zmiennych, ktére moga prowadzi¢ do
konstrukcji funkcji sprzezenia nieliniowego rejestru rzedu n, ktéry generuje
zmodyfikowany ciag de Bruijna.

Rozpatrzmy przyszta funkcje sprzezenia dla NFSR o maksymalnym
okresie 2 — 1, ktora ma postac

flxo,z1,...,2n-1) = 9(x0, T1,. .., Tn—1) + h(z1, ..., 2p_1), (11)
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gdzie g jest funkcja postaci (4) okreslona przez wielomian pierwotny stopnia
n, zas h jest funkcja Boolowska mozliwie niskiego stopnia algebraicznego
z mozliwie mala liczbg sktadnikéw. Liczba wszystkich sktadnikéw funkeji
f musi by¢ parzysta. W naszej konstrukcji musimy znaé zbiér S stanéw
(xo,21,...,2n—1) dla ktérych

h(l‘l, cee ,.C[Jn_l) =1

oraz liczba stanéw w S musi byé¢ podzielna przez 4. Nastepnie znajdu-
jemy zbidr J skrzyzowanych par (kazda para sklada sie z czterech stanéw)
spelniajacych nastepujace warunki:

1. Waszystkie elementy zbioru J sa roztaczne; zadne dwie pary nie zawie-
raja wspolnych stanéw.
2. Wszystkie stany nalezace do par ze zbioru J pokrywaja zbiér S.

Warunki 1 i 2 sg warunkami koniecznymi, zeby funkcja (11) genero-
wala ciag o maksymalnym okresie 2™ — 1. Przykltad zbioru skrzyzowanych
par stanéw spelniajacych powyzsze warunki byl podany w paragrafie 5.2.
Warunki 1 i 2 nie sa warunkami dostatecznymi na generowanie pelnego
okresu przez funkcje f postaci (11). Kiedy te warunki sa spelnione musimy
dodatkowo sprawdzié, czy funkcja ta generuje ciag o okresie 2™ — 1.

W serii prac [12, 7, 9, 10, 14, 17, 18, 20] zastosowano metode laczenia
cykli dla nieosobliwych rejestrow LFSR w celu otrzymania ciggéw binar-
nych o maksymalnym okresie generowanych przez NFSR. Metoda ta jest
obiecujaca o ile bedziemy mieli kontrole nad stopniem algebraicznym i ilo-
Scig sktadnikéw w algebraicznej postaci normalnej konstruowanych w ten
sposob nieliniowych rejestréow przesuwnych. Aktualnie prowadzimy prace
w tym zakresie dla wspomnianych wyzej rejestrow PCR,,.
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NONLINEAR FEEDBACK SHIFT REGISTERS AND
JOINING OF CROSS-PAIRS STATES

Abstract. We explain the origins of Boolean feedback functions of Nonlinear Feedback
Shift Registers (NFSR) of fixed order n generating de Bruijn binary sequences. They
all come into existence by cross joining operations starting from one maximum period
feedback shift register, e.g., a linear one which always exists for any order n. The result
obtained yields some constructions of NFSR generating maximum period 2™ — 1 binary
sequences.

Keywords: nonlinear feedback shift registers, de Bruijn sequencec, method of joining
of cross-pairs states.



